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Шановний старшокласнику!

Науково-технічний прогрес досить стрімко змінює характер іс-
нуючих професій і приводить до появи нових, які більшою мірою ви-
магають уважності, кмітливості та швидкості реакції працюючих. 
Отже, найважливішим завданням навчання стає виховання логіки 
мислення, засвоєння загальних методів наукового дослідження. 

Звичайно, розв’язання цієї проблеми значною мірою залежить від 
стану засвоєння математики. Тому математика – базова дисципліна. 
Вона – основа для успішного вивчення і засвоєння багатьох спеціаль-
них дисциплін у різних галузях.

Пропонуємо тобі новий підручник «Геометрія. 10 клас» академіч-
ного рівня, який містить навчально-практичний матеріал вивчення 
навколишнього світу, адже геометрія як наука – один із специфічних 
засобів його відображення. 

Ти вже знаєш, що шкільний курс геометрії розділено на 2 части-
ни: планіметрію та стереометрію. Цей підручник є початком вивчен-
ня стереометрії – науки, яка вивчає фігури та їхні властивості в про-
сторі. Він складається із 7 модулів, структура яких є такою: назва 
модуля, його короткий зміст і характеристика цілей вивчення; ви-
клад теоретичного матеріалу зі зразками розв’язання; вправи, скла-
дені відповідно до чотирьох рівнів складності; задачі прикладного 
змісту; історичний матеріал у рубриці «З літопису геометрії»; запи-
тання для самоконтролю; тест для самоконтролю.

Зразки розв’язання задач мають додаткове пояснення у формі 
«Чому саме так?». Це допоможе тобі орієнтуватися в змісті задачі та 
вибирати спосіб її розв’язування. 

Модулі 1 і 7 містять матеріали для узагальнення та систематизації 
відповідних курсів планіметрії та вивченого в 10 класі. Тому виклад їх 
теоретичного матеріалу носить більш інформаційний характер, ніж усі 
інші модулі. Розрізнити рівень складності задач початкового, середньо-
го, достатнього і високого рівнів допоможуть відповідні позначки: «», 
«», «», «». У більшості випадків задачі початкового та середнього 
рівнів ми пропонуємо в тестовій формі. Такі задачі можна виконувати 
усно або письмово.

Запитання та тести самоконтролю допоможуть тобі повторити та 
закріпити вивчене в модулі, підготуватися до певного виду контро лю. 
Окремі завдання рубрики «Прикладні задачі» ми наводимо або з вка-
зівками, або з повним розв’язанням. Життя ставитиме перед тобою 
нові задачі, але сподіваємося, що твої знання, набуті в школі, дадуть 
змогу їх завжди розв’язувати якісно. 

Рубрика «З літопису геометрії» вміщає історичний розвиток гео-
метрії в Стародавній Греції, Стародавньому Єгипті, Азії, Європі тощо. 
Очевидно, що геометрія є наукою не штучною, а природною і необхід-
ною для життя. Вона виникла з потреб людини. Геометрія – це прак-
тика, логіка, фантазія! За словами М. В. Ломоносова, «геомет рія – 
володарка всіх розумових винаходів». 

Бажаємо тобі успіхів у навчанні!
Автори
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МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

§ 1.1. Про логічну побудову 
планіметрії. Основні поняття. 
Аксіоми планіметрії

У навколишньому світі нас оточують різні предмети, кож-
ний з яких має багато характеристик: колір, твердість, хі-
мічний склад, розміри, форму і т. д. Наприклад, круг радіуса 
10 см можна вирізати з металевого листа або з аркуша паперу. 
Зрозуміло, що обидва предмети мають і однакові характерні 
властивості, і різні. Щоб вивчити певні властивості того чи ін-
шого предмета, у школі вивчаються різні шкільні дисципліни. 
Якщо порівнювати вищеназвані предмети за формою та кіль-
кісними характеристиками, то ці фігури однакові – два круги 
радіуса 10 см. Шкільні дисципліни, які вивчають просторову 
форму й кількісні характеристики предметів і явищ навко-
лишнього середовища, належать до математичних – алгебра і 
геометрія. Геометрія – це наука про просторову форму й кіль-
кісні характеристики предметів реального світу. 

Інші характеристики предметів навколишнього середови-
ща вивчають інші шкільні дисципліни. Якщо під час вивчення 
предмета реального світу не враховувати його характеристики, 
крім просторової форми і кількісних вимірів, то отримаємо аб-
страктний об’єкт, який називають геометричною фігурою.

Слово «геометрія» – грецького походження, що в перекла-
ді українською мовою означає землемірство (назва походить 
від вимірювань на місцевості). Геометрія, яку вивчають у шко-
лі, називається евклідовою за ім’ям давньогрецького вченого 
Евкліда (див. рубрику «З літопису геометрії» до Модуля 1). 
Шкільна геометрія складається з двох частин: планіметрії 
і стереометрії. З планіметрією ви ознайомилися в основній 
школі, а стереометрію вивчатимете в старших класах. 

Планіметрія – це розділ геометрії, у якому вивчаються 
геометричні фігури на площині (рис. 1.1). Стереометрія – це 
розділ геометрії, у якому вивчаються фігури в просторі.

Трикутник Круг Чотирикутник Многокутник

 Рис. 1.1

Геометричні фігури – це абстрактні фігури, які нагадують 
предмети, що нас оточують. Щоб відрізняти одну геометричну 
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§ 1.1. Про логічну побудову планіметрії. Основні поняття...

фігуру (чи поняття) від іншої, їх описують у вигляді тверджен-
ня, яке називають означенням.

Означення – це твердження, яке описує істотні властивос-
ті предмета (поняття), що дає змогу відрізнити його від інших. 
Як з’ясувалося, означити всі геометричні фігури неможливо. 
Наприклад, точка, пряма, площина. Їх називають неозначува-
ними, або початковими (з яких усе починається), або основ-
ними, як називали їх у планіметрії.

Логічну побудову планіметрії можна описати за такими ета-
пами.

1. Вибір геометричних понять, які називають основними по-
няттями (абстрактних фігур).

2. Формулювання основних властивостей для цих геоме-
тричних понять за допомогою тверджень, які вважаються 
істинними без доведень.

3. Побудова інших понять, які означуються через основні по-
няття та їхні властивості, та тверджень, істинність яких 
встановлюється шляхом доведень, опираючись на відомі.

Таку побудову науки називають аксіоматичною. Її назва 
походить від слова «аксіома». Це слово грецького походжен-
ня, що в перекладі українською мовою означає повага, авто-
ритет, незаперечна істина. Аксіома – це твердження, яке 
приймається істинним без доведення. Основні властивості най-
простіших геометричних фігур, які вважають істинними без 
доведення і які є вихідними під час доведення інших власти-
востей, називають аксіомами гео метрії. 

Для шкільного курсу планіметрії визначено:
1. Основні геометричні фігури (поняття) – точка, пряма.
(Точка – найпростіша геометрична фігура. Усі інші геомет-

ричні фігури складаються з точок, у тому числі й пряма.)
2. Аксіоми планіметрії – це основні властивості найпрості-

ших геометричних фігур. 
3. Систему означень планіметричних фігур і теорем, що ви-

ражають їхні властивості.
До означуваних понять у геометрії відносять поняття відріз-

ка, променя, трикутника тощо, оскільки для них існують по-
яснення «що це таке?». Означуваних понять багато. Наведемо 
приклад.

Нехай на прямій а задано дві різні точки А і В. Фігуру, що 
складається з усіх точок прямої а, які лежать між точками А 
і В, включаючи точки А і В, називають відрізком (рис. 1.2). 
Точки А і В називаються кінцями відрізка, а всі інші точки – 
внутрішніми точками відрізка. 
Таким чином відрізок – означуване 
поняття. Рис. 1.2
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МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

АКСІОМИ ПЛАНІМЕТРІЇ

№ Назва аксіоми Зміст аксіоми Наслідки з аксіом

І Аксіоми 
належності
І1.

І2.

І1.. Яка б не була пря-
ма, існують точки, 
що належать цій пря-
мій, і точки, що не 
належать їй.
І2.. Через будь-які дві 
точки можна провес-
ти пряму і до того ж 
тільки одну

Дві різні прямі або 
не перетинаються, 
або перетинаються 
тільки в одній точ-
ці

ІІ Аксіоми 
розміщення
ІІ1.

ІІ2.

ІІ1. З трьох точок на 
прямій одна і тільки 
одна лежить між дво-
ма іншими.
ІІ2. Пряма розбиває 
площину на дві пів-
площини

Якщо кінці будь-
якого від різка нале-
жать одній пів  пло-
щині, то відрізок не 
перетинає пряму. 
Якщо кінці відріз-
ка належать різним 
півплощинам, то 
відрізок перетинає 
пряму

ІІІ Аксіоми 
вимірювання
ІІІ1.

ІІІ2.

ІІІ1. Кожний відрізок 
має певну довжину, 
більшу від нуля. Дов -
жина відрізка дорів-
нює сумі довжин час-
тин, на які він роз-
бивається будь-якою 
його точкою.
ІІІ2. Кожний кут має 
певну градусну міру, 
більшу від нуля. Роз-
горнутий кут дорів-
нює 180. Градусна 
міра кута дорівнює 
сумі градусних мір 
кутів, на які він роз-
бивається будь-яким 
променем, що прохо-
дить між його сторо-
нами

Якщо три точки 
А, В і С лежать на 
одній прямій, то 
точка С лежатиме 
між точками А і В 
у випадку, коли 
АВ  АС + СВ.
Якщо від даної пів-
прямої відкласти в 
одну й ту саму пів-
площину два кути, 
то сторона меншого 
кута, відмінна від 
даної півпрямої, 
проходитиме між 
сторонами більшо-
го кута
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§ 1.1. Про логічну побудову планіметрії. Основні поняття...

Продовження таблиці

№ Назва аксіоми Зміст аксіоми Наслідки з аксіом

IV Аксіоми 
відкладання

IV1. 

IV2. 

IV3.

IV1. На будь-якій пів-
прямій від її почат-
кової точки можна 
від класти відрізок 
заданої довжини і до 
того ж тільки один.

IV2. Від будь-якої пів-
прямої в задану пів-
площину можна від-
класти кут із заданою 
градусною мірою, 
меншою 180, і до 
того ж тільки один.

IV3. Який би не був 
трикутник, існує 
трикутник, що дорів-
нює йому, у заданому 
розміщенні відносно 
даної півпрямої

Якщо пряма, яка 
не проходить через 
жодну з вершин 
трикутника, пере-
тинає одну з його 
сторін, то вона 
перетинає тільки 
одну з двох інших 
сторін

V Аксіома 
паралельності

V1.

V1. Через точку, що 
не лежить на даній 
прямій, можна про-
вести не більше як 
одну пряму, пара-
лельну даній

Якщо пряма пере-
тинає одну з двох 
паралельних пря-
мих, то вона пере-
тинає й другу

Щоб установити правильність твердження про властивості 
тієї чи іншої геометричної фігури, доводиться висловлювати 
деякі міркування. Серед цих міркувань є такі, які потребують 
доведення (теореми, задачі). Твердження, істинність якого 
встановлюється шляхом доведення і яке використовується для 
доведення інших тверджень, називають теоремою. Теорема 
складається з двох частин: умови і висновку. Для доведення 
тео рем у шкільному курсі геометрії використовують в основно-
му такі методи (див. § 1.3): 
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МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

а) по структурі доведення – прямий (аналітичний і синте-
тичний), від супротивного;

б) по використанню математичного апарату – алгебраїчний, 
координатний, векторний і т. д.

Усі міркування під час доведення теорем довільним методом 
опираються на аксіоми та відомі доведені факти. Тобто під час 
доведення теореми дозволяється користуватися тільки основ-
ними властивостями найпростіших фігур (аксіомами) і рані-
ше доведеними властивостями (теоремами). Ніякими іншими 
властивостями фігур, навіть якщо вони здаються очевидними, 
користуватися не можна. Наприклад, під час доведення теорем 
можна користуватися рисунком. Однак це лише геометрична 
модель змісту тексту, вираженого словами. Тому робити за ри-
сунком висновки про властивості фігур не дозволяється. 

Отже, геометрія, як і інші математичні науки, будується за 
такою схемою: спочатку потрібно ввести основні поняття, 
задати аксіоми (правила гри), а пізніше, опираючись на аксіо-
ми, виводити інші факти (проводити гру за визначеними пра-
вилами, які є несуперечними між собою).

1.1. Виберіть за рисунком два правиль-
ні математичні твердження.

А) A  a;   Г) B  a; 
Б) M  a;  Д) C  a.
В) K  a;
1.2. На одній прямій позначено три точки А, В і С так, що 

АВ  2,72 дм, ВС  1,38 дм і АС  1,34 дм. Визначте правильні 
твердження щодо розміщення однієї точки між двома іншими.

А) А  ВС; Б) В  АС; В) С  АВ; Г) С  АВ; Д) В  АС.

1.3. Відомо, що відрізок АМ довший за відрізок ВМ у 3 рази. 
Укажіть два математичні твердження, що відповідають тексту 
задачі.

А) АМ  3ВМ;  В) АМ   ВМ;    Д) ВМ   АМ.

Б) 3АМ  ВМ;   Г) АМ + ВМ  4АМ;  
1.4. Укажіть два правильні скорочені записи умови задачі: 

«Відрізок АМ коротший за відрізок ВМ на 2 см».
А) АМ – ВМ  2 см;   Г) АМ + 2 см  ВМ;
Б) ВМ – АМ  2 см;   Д) АМ  ВМ + 2 см.
В) АМ – 2 см  ВМ;
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1.5. Знайдіть градусну міру кута AOM, якщо AOB  150, а 
AOM у 2 рази більший за BOM (М – внутрішня точка AOB).

А) 50; Б) 100; В) 75; Г) 30; Д) 120.

1.6. Знайдіть довжини відрізків АМ і ВМ (М  АВ), якщо 
довжина відрізка АВ дорівнює 12 см, а відрізок АМ коротший 
за відрізок ВМ на 3 см. 

А) 1,5 см і 4,5 см;   В) 7,5 см і 10,5 см;   Д) 5 см і 7 см.
Б) 4,5 см і 7,5 см;   Г) 6 см і 9 см; 
1.7. На одній прямій позначили 21 точку так, що відстань 

між будь-якими двома сусідніми точками дорівнює 3 см. Знай-
діть відстань між крайніми точками.

А) 63 см; Б) 60 см; В) 66 см; Г) 57 см; Д) 54 см.

1.8. На відрізку АВ завдовжки 42 см позначено точку М 
відповідно до умов (А–Д). Доберіть до кожної з них правильні 
твердження (1–6).

А) АМ  ВМ на 2 см; 1) АМ  18 см; А
Б) АМ  ВМ на 6 см; 2) ВМ  28 см; Б
В) 2АМ  ВМ; 3) АМ  22 см; В
Г) АМ : ВМ  3 : 4; 4) ВМ  24 см; Г
Д) 0,5ВМ  АМ. 5) АМ  14 см; Д

6) ВМ  20 см.

1.9. Промінь ОА проходить між сторонами кута РОМ, 
градусна міра якого дорівнює 160. Доберіть до кожної умови 
(А–Д) правильні твердження (1–6).

А) РОА  АОМ на 40; 1) АОМ  110; А
Б) РОА  АОМ на 60; 2) РОА  120; Б
В) АОМ  0,6РОА; 3) АОМ  60; В
Г) РОА  3АОМ; 4) РОА  100; Г
Д) АОМ : РОА  3 : 5. 5) АОМ  40; Д

6) РОА  50.
1.10. Складіть кілька правильних математичних тверджень 

до кожного з рисунків.

 

  1)   2)
1.11. На промені ОХ відкладено два відрізки: ОА  7,3 см і 

ОВ  5,8 см. Визначте довжину відрізка АВ.
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1.12. Визначте, яка з трьох точок: А, В, М – лежить між дво-
ма іншими.

1) АМ  3 см, АВ  8 см, ВМ  5 см;  
2) АМ  7 см, ВМ  12 см, АВ  19 см;  
3) АМ  27 см, ВМ  5 см, АВ  22 см;  
4) АМ  9 см, ВМ  21 см, АВ  12 см;
5) АМ  21 см, ВМ  37 см, АВ  16 см;
6) ВМ  18 см, АМ  33 см, АВ  15 см.
1.13. Визначте довжину відрізка KМ, якщо точка О розді-

ляє відрізок АВ на два відрізки завдовжки 18 см і 14 см, а точки 
K і М – середини відрізків АО і ОВ.

1.14. На відрізку АВ завдовжки 48 см позначено точку О. 
Знайдіть довжини відрізків АО і ОВ, якщо АО : ОВ  3 : 5.

1.15. Знайдіть довжину відрізка МВ, якщо точки А, В, С і М 
лежать на одній прямій, причому АС  12 см, СВ  5 см, а М – 
середина відрізка АС.

1.16. Промінь ОМ проходить між сторонами KОС, градус-
на міра якого дорівнює 153. Знайдіть кути KОМ і МОС, коли 
відомо, що KОМ у 2 рази більший за МОС.

1.17. На відрізку АВ завдовжки 75 см позначено дві точки М 
і K (M  AK, K  MB) так, що відрізок АМ на 5 см довший за 
відрізок МK, а відрізок KВ у 2 рази довший за відрізок АМ. 
Знайдіть довжини п’яти утворених відрізків.

1.18. Промінь, що лежить між сторонами кута, розбиває 
його на два кути. Доведіть, що бісектриси цих кутів утворюють 
кут удвічі менший від величини заданого кута.

1.19. Дано чотири прямі а, b, с і d, причому кожні три з них 
перетинаються в одній точці. Доведіть, що всі чотири прямі 
проходять через одну точку.

§ 1.2. Опорні факти курсу планіметрії

Даний параграф призначається для повторення курсу пла-
німетрії. Потреба в ньому зумовлена тим, що багато питань 
курсу планіметрії на першому етапі навчання у школі роз-
глядаються дещо поверхнево. І хоч у наступних класах рівень 
вивчення матеріалу підвищується, не завжди вдається повер-
нутися і поглибити раніше вивчені теми. У даному пункті си-
стематизовано та узагальнено основні відомості з планіметрії, 
які умовно розбиті на блоки: взаємне розміщення прямих на 
площині; коло і круг; многокутники; трикутник і його елемен-
ти; опуклі чотирикутники. 
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Взаємне розміщення прямих на площині
Дві прямі на площині можуть перетинатися лише в одній 

точці або не перетинатися, тобто бути паралельними. При пе-
ретині двох прямих утворюються суміжні і вертикальні кути. 
Суміжні кути доповнюють один одного до 180, а вертикаль-
ні – рівні. Менший з них називається кутом між прямими. 
На рисунку 1.3 зображено дві прямі AD і BC, які перетинають-
ся в точці О, утворюючи суміжні та вертикальні кути: 

1) COD та AOB, AOC та BOD – вертикальні;
2) AOC та COD, COD та DOB, AOB та AOC, AOB та 

BOD – суміжні.
Якщо один з кутів при перетині двох прямих дорівнює 90, 

то всі інші – суміжні та вертикальні кути – також дорівнюють 
90. Такі прямі називають взаємно перпендикулярними. За-
писують, наприклад, AD  BC або a  b.

Відстанню від точки А до прямої а (рис. 1.4) називають 
довжину відрізка ОА, перпендикулярного до прямої а, де точ-
ка О – основа перпендикуляра. Відстань від точки А до будь-
якої точки прямої а, відмінної від точки О, більша за відстань 
від точки А до прямої а. Тобто будь-який відрізок АХ, де Х – 
точка прямої а, відмінна від точки О, довший за відрізок АО.

   Рис. 1.3  Рис. 1.4

Дві різні прямі а і b, які лежать в одній площині, назива-
ються паралельними, якщо вони не мають жодної спільної точ-
ки. Коротко записують a � b. Якщо прямі не паралельні (a � b), 
то вони перетинаються (a � b  A).

Унаслідок перетину двох прямих третьою прямою утворю-
ються вісім кутів (рис. 1.5) (прямі a і b можуть перетинатися, 
але пряма c через їхню точку перетину не проходить): 

внутрішні односторонні (кути 4 і 5, 3 і 6);
внутрішні різносторонні (кути 3 і 5, 4 і 6);
зовнішні односторонні (кути 1 і 8, 2 і 7);
зовнішні різносторонні (кути 1 і 7, 2 і 8);
відповідні кути (кути 1 і 5, 2 і 6, 8 і 4, 7 і 3).
Ознаки паралельності прямих:
1) Якщо при перетині двох прямих а і b тре-

тьою прямою внутрішні (або зовнішні) різно-
сторонні кути рівні або внутрішні односторон-
ні в сумі становлять 180, то а і b – паралельні.

2) Дві прямі, паралельні третій, паралель-
ні між собою.

Рис. 1.5
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Т е о р е м а  Ф а л е с а. 
Якщо на одній стороні кута відкласти кілька рівних 

відрізків і через їхні кінці провести паралельні прямі, 
що перетинають другу сторону кута, то вони відітнуть 
на другій стороні теж рівні відрізки. Наприклад, якщо 
AA1 � BB1, причому ОА  AВ, то ОА1  А1В1 (рис. 1.6).

Коло і круг
Круг і коло ми зустрічаємо повсюди. 

Кругом з центром О і радіусом R назива-
ють фігуру, яка утворена всіма точками 
площини, які віддалені від точки O на 
відстань, не більшу за R. Круг обмеже-
ний колом. Колом із центром О і радіу-
сом R називають множину точок площи-
ни, віддалених від точки O на відстань, 
що дорівнює R (рис. 1.7, а). Відрізки, що з’єднують центр з 
точками кола та мають довжину R, називають радіусами кола 
(круга).

Частини круга, на які він ділиться двома радіусами, нази-
вають круговими секторами (рис. 1.7, б).

   а б

Рис. 1.7

Хорда – відрізок, що з’єднує дві точки кола (MK), ділить 
круг на два сегменти, а коло – на дві дуги. Діаметр – най-
більша хорда кола (CD). 

Через три точки, що не лежать на одній прямій, проходить 
єдине коло. Діаметр, перпендикулярний до хорди, ділить нав-
піл цю хорду і обидві дуги, які стягуються нею, і навпаки, 
якщо діаметр проведено через середину хорди, то він перпен-
дикулярний до неї і ділить навпіл дугу, яку стягує ця хорда 
(рис. 1.8, а).

Дуги, що містяться між паралельними хордами, рівні між 
собою. Рівні дуги стягуються рівними хордами, і навпаки, рів-
ні хорди стягують рівні дуги. 

Рівні хорди однаково віддалені від центра, і навпаки, хор-
ди, однаково віддалені від центра, рівні між собою. Більша з 

Рис. 1.6
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двох хорд менше віддалена від центра, і навпаки, з двох хорд 
більша та, яка менше віддалена від центра (рис. 1.8, а).

Яке розміщення може мати пряма з колом?
Розглянемо коло із центром О і пряму l (рис. 1.8, б). З точки 

О проведемо перпендикуляр до прямої l. Нехай А – основа цьо-
го перпендикуляра. Можливі три випадки: точка А міститься 
поза колом (А3), на колі (А2) і всередині кола (А1). У кожному 
із цих випадків коло і пряма l або не мають спільних точок, або 
мають одну спільну точку А2 (l2 – дотична до кола), або мають 
дві спільні точки (l1 – січна).

  а       б          в

Рис. 1.8

Пряма, що проходить через точку кола, є дотичною до кола 
тоді і тільки тоді, коли вона перпендикулярна до радіуса, про-
веденого в цю точку. Якщо дотична паралельна хорді кола, то 
точка дотику ділить навпіл дугу, яку стягує хорда (рис. 1.8, в; 
АМ � СВ, ).

Якщо з однієї точки до кола проведено дві дотичні, то від-
різки цих дотичних (від точок дотику до даної точки) рівні між 
собою, а промінь, проведений через дану точку і центр кола, 
ділить навпіл кут між дотичними (рис. 1.8, в; АМ  AN, 
MAO  OAN).

Вписаним кутом у коло називають 
кут, утворений двома хордами, що ви-
ходять з однієї точки на колі (рис. 1.9). 
Вписаний кут вимірюється половиною 
дуги, на яку він спирається. Вписані 
кути, що спираються на одну дугу, між 
собою рівні. Вписаний кут, що спираєть-
ся на півколо (на діаметр), – прямий. 

Кут з вершиною у центрі кола назива-
ється центральним кутом. Централь-
ний кут, сторони якого перетинають коло 
в тих самих точках, що і вписаний, називається відповідним 
центральним кутом до вписаного (рис. 1.10). Міра вписаного 
кута дорівнює половині міри відповідного центрального або до-
повнює його половину до 180. Кут, утворений хордою і дотич-

Рис. 1.9
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ною, яка проходить через кінець хорди, вимірюється полови-
ною дуги, що міститься між сторонами цього кута (рис. 1.11); 

. Кут, утворений двома хордами, що перетина-

ються всередині кола, вимірюється півсумою двох дуг, одна з 
яких міститься між сторонами цього кута, а друга – між про-
довженнями цих сторін.

Рис. 1.10 Рис. 1.11

Кут, утворений двома дотичними, називається описа-
ним (рис. 1.8, в; MAN). Описаний кут вимірюється пів-
різницею двох дуг, що містяться між його сторо на ми 

.

Довжину кола знаходять за формулою: C  d  2R, де d – 
діаметр кола, R – радіус кола, а довжину дуги кола – за форму-

лою: , де  – градусна міра відповідного центрального 

кута. Площа круга: , площа кругового сектора: 

, де R – радіус круга,  – градусна міра відповідного 

центрального кута. Площа сегмента: , де  – гра-

дусна міра центрального кута, який містить дугу цього круго-
вого сегмента, а S� – площа трикутника з вершинами в центрі 
круга та на кінцях радіусів, що обмежують відповідний сектор. 
Знак «–» треба брати, коли  < 180, а знак « + » – коли  > 180.

Многокутники 
Многокутником називається проста замкнена ламана. На-

приклад, многокутником А1А2…Аn називається лінія, яку 
отримують при послідовному сполученні n різних точок А1, 
А2, …, Аn відрізками так, щоб кожна точка була сполучена з на-
ступною, а остання з першою (рис. 1.12). Розрізняють много-
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кутники плоскі й неплоскі. Плоский многокутник – частина 
площини, обмежена многокутником.

      а    б     в     г       д

Рис. 1.12

Многокутник може бути опуклий або не опуклий. Много-
кутник опуклий, якщо він лежить в одній півплощині віднос-
но кожної прямої, що проходить через дві його сусідні верши-
ни (рис. 1.12, б, г, д). 

Многокутники називають рівними, якщо вони при накла-
данні суміщаються. Для опуклого n-кутника сума внутрішніх 
кутів дорівнює 180(n – 2), а кількість діагоналей будь-якого 

n-кутника дорівнює . Якщо всі сторони опуклого мно-

гокутника рівні між собою і всі кути теж рівні між собою, то 
його називають правильним (рис. 1.12, д). Якщо всі вершини 
многокутника лежать на деякому колі, то він називається впи-
саним у це коло (рис. 1.13, а). Якщо всі сторони многокутника 
дотикаються до деякого кола, то він називається описаним на-
вколо кола (рис. 1.13, б). За кількістю сторін n-кутника йому 
дають назву. Наприклад, трикутник (n  3), чотирикутник 
(n  4), п’ятикутник (n  5) і т. д. 

     а            б

Рис. 1.13

Як побудувати правильний n-кутник?
Якщо коло поділити на n рівних частин і точки послідов-

но сполучити відрізками, то дістанемо правильний n-кутник, 
вписаний у коло (рис. 1.14). 
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  а      б      в      г

Рис. 1.14

Якщо коло поділити на n рівних частин і через точки поділу 
провести дотичні до кола, то відрізки цих дотичних утворять 
правильний n-кутник, описаний навколо кола (рис. 1.15).

  а         б        в       г

Рис. 1.15

Навколо кожного правильного многокутника можна опи-
сати коло або в кожний правильний многокутник можна 
вписати коло.

У правильному многокутнику центри описаного і вписаного 
кіл збігаються. Спільний центр описаного і вписаного кіл на-
зивається центром правильного многокутника. Радіус вписа-
ного кола називають апофемою правильного многокутника.

Кут, утворений двома радіусами, проведеними через су-
міжні вершини правильного многокутника, називається його 
цент ральним кутом. Усі центральні кути правильного много-

кутника рівні між собою, вони дорівнюють , де n – кіль-

кість сторін (кутів) многокутника.
У правильному n-кутнику, як і в довільному n-кутнику, 

сума всіх кутів (внутрішніх) становить 180(n – 2). Тому кож-

ний його кут визначається за формулою .

Коло, вписане в правильний многокутник, дотикається до 
його сторін в їхніх серединах. Центр кола, вписаного в пра-
вильний многокутник, є точкою перетину серединних перпен-
дикулярів до його сторін (рис. 1.15). 

Якщо сторона правильного многокутника дорівнює а, ра-
діус вписаного в нього кола – r, а радіус описаного навколо 
нього кола – R, то між ними існує взаємозв’язок, що виража-
ється формулами:
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 ,  .

Якщо n  3 (правильний трикутник), то: 

,  .

Якщо n  4 (правильний чотирикутник), то: 

,  .

Якщо n  6 (правильний шестикутник), то: 

,  .

Найпростішим многокутником є трикутник. У будь-який 
трикутник можна вписати коло, причому тільки одне. На ри-
сунку 1.16, а зображено коло із центром О, вписане в три-
кутник АВС, r  OM – його радіус. Центр кола, вписаного в 
трикутник, є точкою перетину його бісектрис і знаходиться 
всередині трикутника. Оскільки площу трикутника знаходять 
за формулою S�  pr, де р – півпериметр трикутника, то звідси

, де а, b, с – сторони трикутника.

Центр кола, вписаного в трикутник, рівновіддалений від його 
сторін.

     а            б

Рис. 1.16

Чи можна в будь-який чотирикутник вписати коло?
Відповідь. Не можна. У чотирикутник можна вписати коло 

за умови, що суми довжин його протилежних сторін рівні.
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Навколо довільного трикутника можна описати коло, при-
чому тільки одне (рис. 1.16, б). Центр кола, описаного навколо 
трикутника, є точкою перетину серединних перпендикулярів, 
проведених до його сторін. Центр кола О, описаного навколо 
трикутника АВС, рівновіддалений від його вершин. 

На рисунку 1.16, б зображено коло із центром О, описане нав-
коло трикутника АВС, R  OA – його радіус. Якщо радіус опи-
саного кола R, сторони трикутника, вписаного в коло, а, b і с, 

то , де p – півпериметр трикут-

ника.
Чи можна описати коло навколо довільного чотирикутника?
Відповідь. Не можна. Навколо чотирикутника можна описа-

ти коло тільки тоді, коли суми протилежних кутів дорівнюють 
180.

 Трикутник і його елементи
Трикутником називається фігура, 

яка складається з трьох точок, що не 
лежать на одній прямій, і трьох відріз-
ків, що попарно сполучають ці точки. 
Розглянемо �ABC (рис. 1.17), у якому 
виділяють шість основних елементів: 
три внутрішні кути , ,  і три відпо-
відно протилежні їм сторони а, b, c. 

Трикутник називається тупокутним, прямокутним або 
гострокутним, якщо його найбільший внутрішній кут відпо-
відно більший, дорівнює або менший за 90.

Трикутник називається рівнобедреним, якщо в нього дві 
сторони рівні (бічні сторони). Основою рівнобедреного трикут-
ника є та сторона, яка не дорівнює жодній з інших двох рівних 
сторін.

Трикутник, усі сторони якого рівні, називається рівносто-
роннім, або правильним.

Співвідношення між сторонами і кутами трикутника: 
– проти більшої сторони лежить більший кут, і навпаки; 
– проти рівних сторін лежать рівні кути; 

– теорема синусів: ; 

– теорема косинусів:  (квадрат будь-
якої сторони трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших 
сторін без подвоєного добутку цих сторін на косинус кута між 
ними).

Трикутник можна визначити будь-якою трійкою таких 
основних елементів: або двома сторонами і кутом між ними, 

Рис. 1.17
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або однією стороною і двома кутами, або трьома сторонами. 
Наприклад, �ABC зі сторонами а, b, c можна задати так:

1) a, b i C; b, c i A; a, c i B;
2) a, B i C; b, A i C; c, A i B;
3) a, b і c.
Співвідношення між внутрішніми і зовнішніми кутами 

трикутника: будь-який зовнішній кут трикутника дорівнює 
сумі двох внутрішніх кутів, не суміжних з ним.

З трьох відрізків можна утворити трикутник тоді і тільки 
тоді, коли будь-яка його сторона більша за суму і менша за різ-
ницю двох інших його сторін. У будь-якому трикутнику мож-
на провести три медіани, три бісектриси і три висоти.

Властивості бісектриси кута 
трикутника: бісектриси три-
кутника перетинаються в одній 
точці, яка лежить усередині три-
кутника і є центром вписаного в 
трикутник кола. Бісектриса ділить 
протилежну сторону на частини, 
пропорційні прилеглим до неї сто-
ронам (рис. 1.18; BL – бісектриса, 
AL : LC  AB : BC). 

Основні властивості медіан трикутника:
1. Медіани трикутника перетинаються в одній точці, що ле-

жить усередині трикутника. 
2. Медіани трикутника точкою їхнього перетину діляться у 

відношенні 2 : 1 (рахуючи від вершин трикутника).
3. Медіана ділить трикутник на два трикутники, площі 

яких рівні (рис. 1.18; BK – медіана, ).
4. Три медіани трикутника ділять трикутник на шість три-

кутників, площі яких рівні.
Прямі, на яких лежать висоти трикутника, перетинаються 

в одній точці – ортоцентрі трикутника, яка може міститися 
у внутрішній або зовнішній області трикутника. Висоти три-
кутника, проведені до сторін трикутника а, b і с, позначаються 
ha, hb і hc відповідно. Висота трикутника ha визначається через 
сторони трикутника за формулою: 

, 

де .

Медіана трикутника ma, проведена до сторони а, визнача-
ється через сторони трикутника за формулою: 

. 

Рис. 1.18
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У кожному трикутнику можна побудувати три середні лі-
нії – відрізки, які сполучають середини двох сторін трикут-
ника. Середня лінія трикутника паралельна третій стороні 
трикутника та дорівнює її половині. Середня лінія трикутни-
ка відтинає від трикутника подібний трикутник. Площа мен-
шого трикутника відноситься до площі основного трикутника 
як 1 : 4.

Властивості рівнобедреного трикутника: кути при осно-
ві трикутника рівні; висота, проведена до основи, є також бі-
сектрисою і медіаною.

Властивості рівностороннього трикутника: усі кути 
рівні (кожний кут дорівнює 60); кожна з трьох його висот є та-
кож бісектрисою і медіаною; центр кола, описаного навколо 
трикутника, збігається із центром кола, вписаного в нього.

Прямокутний трикутник має 
сторону, яка лежить проти прямого 
кута, – гіпотенузу (с) та дві сторони, 
які утворюють прямий кут, – катети 
(а і b) (рис. 1.19). Сторони прямокутно-
го трикутника а, b і c (с – гіпотенуза) 
зв’язані між собою співвідношенням, 
що називається теоремою Піфагора: 

с2  а2 + b2. Воно читається так: квадрат довжини гіпотенузи 
дорівнює сумі квадратів довжин катетів. 

Властивості прямокутного трикутника:
1) Катет є середнім пропорційним між гіпотенузою і проек-

цією цього катета на гіпотенузу: b2  bс  с і а2  ас  с (рис. 1.19). 
2) Висота, проведена з вершини прямого кута, є середнім 

пропорційним між проекціями катетів на гіпотенузу: h2  bс  ас.
3) Центр кола, описаного навколо прямокутного трикутни-

ка, лежить на середині гіпотенузи. 
4) Для сторін прямокутного трикутника істинні відношен-

ня: , .

Запам’ятайте! 

 30 45 60 Вказівка для кращого запам’ято ву ван ня:
1) запишіть риски дробів для кожного зна-
чення виразу sin і cos та знаменники, що 
дорівнюють 2;
2) запишіть у чисельниках числа: 1, 2, 3 
(для sin) і, навпаки: 3, 2, 1 (для cos); 
3) допишіть знак радикала до кожного чи-

сельника дробу. Враховуючи те, що , 
отримуємо заповнену таблицю

sin

cos

Рис. 1.19
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Опуклі чотирикутники
Чотирикутник, протилежні сторони якого попарно пара-

лельні, називається паралелограмом.
Властивості паралелограма: 
1) Середина діагоналі паралело-

грама є його центром си мет рії.
2) Протилежні сторони паралело-

грама рівні.
3) Протилежні кути паралелогра-

ма рівні.
4) Кожна діагональ паралелограма ділить його на два рівні 

трикутники.
5) Діагоналі паралелограма діляться точкою перетину нав-

піл.
6) Сума квадратів діагоналей паралелограма (d1 і d2) дорів-

нює сумі квадратів усіх його сторін:

 .

Щоб довести, що деякий заданий чотирикутник є паралело-
грамом, треба, згідно з означенням, переконатися в паралель-
ності його протилежних сторін. Інколи такі міркування є гро-
міздкими, а інколи – зайвими. Існують інші доведені ознаки, 
на підставі яких можна стверджувати, що даний чотирикут-
ник є справді паралелограмом.

Якщо в чотирикутнику справджується будь-яка з таких 
умов: 1) протилежні сторони попарно рівні; 2) дві протилежні 
сторони рівні і паралельні; 3) протилежні кути попарно рівні; 
4) діагоналі в точці перетину діляться навпіл, то такий чоти-
рикутник є паралелограмом.

Прямокутник – це паралелограм, у якому всі кути рів-
ні. Оскільки сума кутів чотирикутника дорівнює 180(4 – 2)  
360, то в прямокутнику всі кути прямі. Прямокутник має 
всі властивості паралелограма. Крім того, він має ще одну 
властивість: діагоналі прямокутника рівні між собою. 

Для прямокутника справджується і обернена теорема про 
те, що коли в паралелограмі діагоналі рівні, то такий парале-
лограм є прямокутником. Ця теорема є ознакою прямокутни-
ка. 

Ромб – це паралелограм, у якому всі сторони рівні. Крім за-
гальних властивостей паралело грама, ромб має ще й інші влас-
тивості, характерні лише для нього.

Діагоналі ромба взаємно перпендикулярні і ділять його 
кути навпіл. Справджується і обернена теорема, яка є ознакою 
ромба: якщо в паралелограмі діагоналі взаємно перпендику-
лярні або якщо в ньому діагоналі ділять кути навпіл, то такий 
паралелограм – ромб.

Рис. 1.20
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Квадрат – це паралелограм, у якому всі кути рівні і всі сто-
рони рівні. Отже, квадрат – це прямокутник з рівними сторо-
нами або квадрат – це ромб з рівними кутами (прямими). Оче-
видно, що квадрат має всі властивості прямокутника і ромба.

Трапеція – це чотирикутник, у якому тільки дві протилеж-
ні сторони паралельні. Ці паралельні сторони називаються 
основами трапеції, дві інші сторони – бічними сторонами.

Якщо бічні сторони трапеції рів-
ні між собою, то таку трапецію на-
зивають рівнобічною (рис. 1.21, 
АВ  СD).

Рівнобічна трапеція має такі 
властивості:

1) Кути, прилеглі до основи рів-
нобічної трапеції, рівні. Справджу-
ється і обернене твердження: якщо 

кути, прилеглі до основи трапеції, рівні, то така трапеція рів-
нобічна.

2) Діагоналі рівнобічної трапеції рівні.
3) Сума протилежних кутів рівнобічної трапеції дорівнює 

180.
 Відрізок, що сполучає середини бічних сторін трапеції, на-

зивається її середньою лінією (рис. 1.21, MN – середня лінія, 
AM  MB, CN  ND). 

Середня лінія трапеції паралельна її основам і дорівнює 

їхній півсумі (рис. 1.21, MN � AD, MN � BC, ).

Рис. 1.21
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1.20. При перетині прямих a і b утворилося чотири кути 
(рис. 1.22, а). Задайте кожній з умов (А–Д) можливий наслі-
док (1–5).

А) 1  3; 1) 3  4  90; А
Б) 2 + 3  180; 2) 1  2  4  90; Б
В) 1  2  90; 3) 1 і 4 – суміжні; В
Г) 2 + 4  260; 4) 1 і 3 – гострі; Г
Д) 3  90. 5) 2 і 4 – вертикальні. Д

1.21. Умовами (1–7) указано градусну міру деяких кутів. 
Виберіть серед них ті, які можуть бути суміжними. 

1) 18; 2) 72; 3) 128; 4) 62; 5) 28; 6) 108; 7) 38.

А) 1 і 2; Б) 2 і 6; В) 3 і 4; Г) 1 і 7; Д) 2 і 5.

1.22. Виберіть правильний висновок, коли відомо, що 
1  7 (рис. 1.22, б). 

А) a � b;  Б) a  b; В) a � b.

                  а б
Рис. 1.22 Рис. 1.23

1.23. Знайдіть градусну міру 3 (рис. 1.23), якщо CD � AB, 
1  2  і 2  72.

А) 72; Б) 144; В) 108; Г) 36; Д) 124.

1.24. Знайдіть градусну міру зовнішньо-
го кута KMN трикутника KMZ (рис. 1.24).

А) 135; В) 108; Д) 45.
Б) 125; Г) 117;
1.25. Знайдіть градусну міру кута між 

бісектрисою кута при вершині рівнобедре-
ного трикутника та його бічною стороною, 
якщо кути трикутника ABC відносяться як 3 : 4 : 3.

А) 18; Б) 36; В) 72; Г) 60; Д) 30. 

Рис. 1.24
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1.26. Визначте правильні рівності (рис. 1.25).

А) �ABO  �OCD; В) BA  CD; Д) BAO  DCO;

Б) �AOB  �COD; Г) AOB  DOC; Е) BAO  CDO.

1.27. Знайдіть кути трикутника BOC (рис. 1.26).

А) 48, 48, 84; В) 24, 132, 24; Д) 48, 132, 20.
Б) 132, 48, 48; Г) 42, 90, 48;
1.28. Ідентифікуйте кожному шестикутнику периметра Р 

коло радіуса R, описане навколо нього.

А) P  42 см; 1) R  2 см; А
Б) P  12 см; 2) R  8 см; Б
В) P  84 см; 3) R  6 см; В 
Г) P  48 см; 4) R  14 см; Г 
Д) P  36 см. 5) R  7 см. Д 

1.29. Обчисліть периметр трикутника з вершинами в цен-
трах трьох кіл з радіусами 6 см, 7 см і 8 см, що попарно дотика-
ються зовні (рис. 1.27).

А) 28 см; Б) 29 см; В) 27 см; Г) 42 см; Д) 21 см.

Рис. 1.25 Рис. 1.26 Рис. 1.27

1.30. Виберіть вирази, якими визначаються радіус вписано-
го кола в правильний трикутник зі стороною а та радіус описа-
ного навколо нього кола:

1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) .

А) 1 і 2; Б) 2 і 3; В) 3 і 4; Г) 4 і 5; Д) 1 і 5.

1.31. Знайдіть діаметр кола, якщо пря-
ма a є дотичною до нього, A – точка доти-
ку, OB  12 см та утворює з дотичною кут 
30 (рис. 1.28).

А) 24 см; Б) 12 см; В) 6 см; Г) 18 см; Д) 4 см.

1.32. Сторона квадрата дорівнює  см. Укажіть довжину 
радіуса кола, вписаного в цей квадрат.

Рис. 1.28
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А) 20 см; Б)  см; В) 10 см; Г)  см; Д) 5 см.

1.33. Одна з основ трапеції на 8 см більша за іншу, а середня 
лінія трапеції дорівнює 10 см. Знайдіть меншу основу трапеції.

А) 2 см; Б) 4 см; В) 6 см; Г) 8 см; Д) 10 см.

1.34. Обчисліть площу ромба, діагоналі якого дорівнюють 
10 см і 36 см.

А) 90 см2; Б) 92 см2; В) 180 см2; Г) 184 см2; Д) 360 см2.

1.35. Знайдіть кут між прямими a і b, якщо прямі m і n па-
ралельні (рис. 1.29).

А) 50; Б) 80; В) 100; Г) 65; Д) 115.
1.36. Визначте довжини радіусів двох кіл, що дотикаються 

зовні, якщо відстань між їхніми центрами 18 см, а довжина од-
ного з них становить 50 % довжини іншого.

А) 9 см і 6 см; В) 12 см і 6 см; Д) 24 см і 12 см.
Б) 10 см і 8 см; Г) 14 см і 4 см; 

1.37. Укажіть вираз, що визначає довжину кола, яке об-
межує круг площею 9 см2.

А) 3 см; Б) 9 см; В) 12 см; Г) 18 см; Д) 6 см.

1.38. Знайдіть площу круга, вписаного у квадрат зі сторо-
ною 6 см.

А) 9 см2; В) 36 см2; Д) 18 см2.
Б) 144 см2; Г) 72 см2;

1.39. Знайдіть площу трикутника (рис. 1.30) (довжини від-
різків наведені в сантиметрах). 

А) 6 см2; Б) 9 см2; В) 12 см2; Г) 24 см2; Д) 30 см2.

1.40. Визначте периметр рівнобедреного трикутника, якщо 
точка дотику вписаного в нього кола ділить його бічну сторону 
на відрізки 6 см і 5 см. Виберіть правильну комбінацію можли-
вих відповідей.

1) 21 см; 2) 32 см; 3) 23 см; 4) 34 см; 5) 33 см.
А) 1 або 2; Б) 2 або 4; В) 2 або 3; Г) 3 або 5; Д) 4 або 5.

Рис. 1.29 Рис. 1.30
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1.41. Знайдіть сторону ВС трикутника 
ABC, вписаного в коло радіуса R (рис. 1.31). 

А) R;   Б) ;   В) ;   Г) ;   Д) .

1.42. Ідентифікуйте парами сторону пра-
вильного трикутника а та радіус r вписаного 
в нього кола.

А)  см; 

Б)  см;
В)  см; 
Г)  см; 

Д)  см.

1)  см; А

2)  см; Б

3)  см; В

4)  см; Г 

5)  см. Д 

1.43. Радіус кола, вписаного в квадрат, дорівнює 5 см. Знай-
діть діагональ квадрата.

А)  см; Б)  см; В)  см; Г)  см; Д)  см.

1.44. На рисунку 1.32 зображено два три-
кутники АВС і СDМ, сторони яких АВ і MD – 
паралельні. Знайдіть довжину відрізка AD, 

якщо , CD  1,5 см. 

А) 3 см; В) 6 см; Д) 9 см.
Б) 4,5 см; Г) 7,5 см;

1.45. Укажіть кількість сторін правильного многокутника, 
внутрішній кут якого дорівнює 160.

А) 12; Б) 14; В) 16; Г) 18; Д) 20.

1.46. Знайдіть периметр ромба, діагоналі якого дорівнюють 
24 см і 18 см. 

А) 120 см; Б) 60 см; В) 84 см; Г) 108 см; Д) 144 см.

1.47. Відомо, що периметр паралелограма дорівнює 48 см, 
а одна з його сторін на 8 см довша за іншу. Знайдіть меншу сто-
рону паралелограма.

А) 8 см; Б) 16 см; В) 6 см; Г) 12 см; Д) 10 см.

1.48. Зовні рівнобедреного трикутника ABC побудували два 
рівні кути ABM і CBK, сторони яких перетнули продовження 
основи AC відповідно у точках M і K. Доведіть рівність трикут-
ників MBC і KBA (рис. 1.33, а).

Рис. 1.31

Рис. 1.32
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1.49. З точки кола проведено дві взаємно перпендикулярні 
хорди довжиною 5 см і 12 см. Знайдіть відстань між кінцями хорд.

1.50. Визначте взаємне розміщення прямих AB і CD за дани-
ми рисунка 1.33, б. Відповідь обґрунтуйте.

а б
Рис. 1.33 Рис. 1.34

1.51. У трикутник ABC вписано коло (рис. 1.34), точки до-
тику якого M, Z поділяють дві його сторони AB i AC на відріз-
ки, різниця яких відповідно дорівнює 3 см і 4 см (AM > MB, 
AZ > ZC). Знайдіть сторони трикутника ABC, якщо його пери-
метр дорівнює 28 см.

1.52. Навколо рівностороннього трикутника описано коло, 
радіус якого дорівнює  см. Обчисліть радіус вписаного кола.

1.53. Навколо кола описано рівнобічну трапецію, кут при 
основі якої дорівнює 30. Висота трапеції – 7 см. Знайдіть дов-
жину середньої лінії трапеції.

1.54. Навколо кола описано рівнобічну трапецію, кут при 
основі якої дорівнює 150. Середня лінія трапеції дорівнює 

 см. Знайдіть довжину висоти трапеції.
1.55. Знайдіть бічну сторону рівнобедреного трикутника, 

основа якого дорівнює 16 см, а висота, проведена до неї, – 15 см.
1.56. Висота АМ трикутника АВС ділить його сторону ВС 

на відрізки ВМ і МС. Знайдіть довжину відрізка МС, якщо 
 см, AB  26 см, B  45.

1.57. Сторона ромба дорівнює 10 см, а одна з діагоналей – 
12 см. Знайдіть радіус вписаного в ромб кола.

1.58. У колі радіуса 15 см на відстані 12 см від його центра 
проведено хорду. Знайдіть довжину цієї хорди.

1.59. Бісектриса тупого кута паралелограма ділить його сто-
рону на відрізки 6 см і 10 см, рахуючи від вершини гострого 
кута. Обчисліть площу паралелограма, якщо його гострий кут 
дорівнює 60.

1.60. У колі проведено дві хорди, що перетинаються. Одна з 
них точкою перетину ділиться навпіл, а друга – на частини зав-
довжки 5 см і 20 см. Знайдіть довжину кожної хорди.
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1.61. З точки поза колом проведено січну і дотичну. Знай-
діть довжину дотичної, якщо вона на 5 см більша від зовніш-
ньої частини і на стільки само менша від внутрішньої частини 
січної.

1.62. З точки поза колом проведено січну і дотичну, сума 
довжин яких дорівнює 15 см, а зовнішня частина січної на 2 см 
менша від дотичної. Знайдіть довжини січної і дотичної.

1.63. Знайдіть площу прямокутного трикутника, якщо 
точка дотику вписаного кола ділить гіпотенузу на відрізки зав-
довжки 6 см і 9 см.

1.64. У прямокутній трапеції менша основа дорівнює 8 см, 
а менша бічна сторона –  см. Знайдіть площу трапеції, якщо 
один з її кутів дорівнює 120.

1.65. Навколо трапеції, основи якої дорівнюють 40 см і 
14 см, а висота – 39 см, описано коло. Знайдіть його радіус.

1.66. 1) Діагоналі трапеції дорівнюють 20 см і 15 см, висо-
та – 12 см. Обчисліть площу трапеції.

2) Діагоналі трапеції дорівнюють 30 см і 26 см, а висота – 
24 см. Обчисліть площу трапеції.

1.67. Більша діагональ ромба дорівнює 24 см, а радіус впи-
саного кола – 6 см. Обчисліть площу ромба.

1.68. Сторони трикутника дорівнюють 17 см, 25 см і 28 см. 
Коло з центром на найбільшій стороні дотикається до двох ін-
ших сторін. Обчисліть площу круга.

1.69. Знайдіть площу паралелограма, якщо його сторони 
дорівнюють 6 см і 4 см, а кут між діагоналями – 60.

§ 1.3. Задачі і методи їх розв’язування

Для геометрії закономірним є те, що введені основні понят-
тя та сформульована аксіоматика складають основу для заро-
дження нових тверджень. Однак їхню істинність потрібно до-
водити шляхом певних міркувань, які опираються на раніше 
доведені твердження або аксіоми. Їх називають математич-
ними задачами.

Що таке математична задача?
Існують різні означення цього поняття, наприклад, мате-

матична задача – це будь-яка вимога обчислити, побудувати, 
довести або дослідити що-небудь, або запитання, рівносильне 
даній вимозі.

У кожній задачі щось дано (умова) і щось треба довести чи 
знайти (вимога, висновок). Виконати поставлену вимогу – це 
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й означає розв’язати задачу. Зауважимо, що якщо істинність 
певного, часто застосовуваного математичного тверджен-
ня встановлено міркуваннями (доведенням), то таке твер-
дження називають теоремою. Навчитися доводити теореми, 
розв’язувати задачі – основна мета кожного школяра.

Чи можна стверджувати, що для успішного розв’язування 
геометричних задач і доведення теорем достатньо вільно воло-
діти всім теоретичним матеріалом? 

Ні. Це не є достатньою умовою. При хороших знаннях тео-
рії слід набути практичних навичок. А це можливо лише під 
час розв’язування задач, починаючи від простіших і поступово 
переходячи до більш складних. 

Математичні задачі умовно поділяють на чотири види від-
повідно до їхніх вимог: задачі на обчислення, доведення, до-
слідження і побудову. З ними ви вже ознайомилися в курсі 
планіметрії. 

Приступаючи до розв’язування задачі, треба вибрати метод. 
Методи поділяють:

а) за структурою – синтетичний, аналітичний, від супротив-
ного тощо;

б) за використанням математичного апарату – алгебраїч-
ний, векторний, координатний, метод площ, метод геометрич-
них перетворень тощо. 

Суть синтетичного методу полягає в тому, що, виходячи з 
умови задачі чи теореми і використовуючи відомі твердження, 
будується ланцюг логічних міркувань, останнє з яких збігаєть-
ся з вимогою задачі. Наведемо приклад.

Задача 1.

Бісектриса кута прямокутника ді-
лить більшу сторону на два відріз-
ки 7 см і 9 см. Знайдіть периметр 
цього прямокутника.

Дано: ABCD – прямокутник; 
AK – бісектриса, K  BC; 
ВK  7 см, KC  9 см (або 
ВK  9 см, KC  7 см).

Знайти: PABCD.

Розв’язання Чому саме так?

AK – бісектриса прямого 
кута ВАD, BC � AD, АK – 
січна, тому 1  2 як внут-
рішні різносторонні. 

Нехай за умовою АK зада-
на бісектриса. Точка K розби-
ває відрізок BC на два відріз-
ки BK і KC. Далі, враховуючи

Bilyanina_87_09_geom_akadem_10ukr.indd   31 02.08.2010   18:21:54



32

МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

AK – бісектриса, тому 
2  3. Отже 1  3.

У �ABK: 1  3, тому 
�ABK – рівнобедрений і 
AB  ВK.

1) Якщо ВK  7 см, 
KC  9 см, то AB  ВK  7 см 
і ВC  16 см.
РABCD  (7 + 16) · 2 46 (см). 

2) Якщо ВK  9 см, 
KC  7 см, то АВ  ВK  9 см 
і ВС  16 см.
РABCD  (9 + 16) · 2  50 (см). 

Відповідь. 46 см або 50 см. 

паралельність протилежних 
сторін прямокутника та їх 
перетин січною (AK – бісек-
триса), встановлюємо рівність 
двох кутів трикутника. Це 
визначає вид трикутника – 
рівнобедрений, а значить, рів-
ність двох сторін. Тобто АB  
BK.

Якщо ВK  7 см, то АВ  
 7 см, ВС  7 + 9  16 (см), 
тому периметр: 

Р  (7 + 16) · 2  46 (см). 
Якщо ВK  9 см, то АВ  

 9 см, ВС  7 + 9  16 (см), 
тому периметр: 

Р  (9 + 16) · 2  50 (см). 
Отже, периметр прямокут-
ника може дорівнювати або 
46 см, або 50 см.

Ця задача є опорною, оскільки на такій ідеї будується багато 
задач і для паралелограма, і для трапеції. У цих фігурах бісек-
триса кута відтинає завжди рівнобедрений трикутник.

Зауважимо, що скорочене позначення кутів, у вигляді 1, 
2, …, спрощує записи та економить час, тому в таких випад-
ках ним користуватися зручніше.

Як бачимо, у процесі розв’язування задачі 1 використову-
ються лише відомі геометричні твердження та проводяться 
відповідні обчислення. Причому для кожної геометричної за-
дачі такі міркування свої.

Суть аналітичного методу полягає в тому, що, виходячи з 
вимоги (висновку) твердження (теореми чи задачі) і спираючись 
на відомі твердження, будуємо ланцюг логічних міркувань, який 
показує, що вимога є наслідком умови. Наведемо приклад.

Задача 2.

Доведіть, що середини сторін будь-
якого опуклого чотирикутника є 
вершинами паралелограма.

Дано: ABCD – чотирикутник; 
K  AB, AK  KB; L  BC, 
BL  LC; Q  CD, CQ  
QD; P  AD, AP  PD.

Довести: KLQP – паралелограм.
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Доведення Чому саме так?

KLQP – заданий чотири-
кутник. K, L, Q, P – середи-
ни відповідних сторін. АС і 
BD – діагоналі чотирикут-
ника АВСD. 

У �ABC: KL – середня лі-
нія, тому KL � AC.

У �ADC: PQ – середня лі-
нія, тому PQ � AC.

Маємо: 1) KL � AC і 
AC � PQ, тому KL � PQ (за 
ознакою паралельних пря-
мих).

2) Аналогічно KP � LQ як 
середні лінії трикутників  
ABD та BDC.

Отже, у чотирикутни-
ку KLQP протилежні сто-
рони паралельні, тому 
він – паралело грам, згідно 
з ознакою паралелограма. 
Що й вимагалося довести 
(щ. в. д.).

Вимога задачі: довести. 
Це означає, що істинність 
твердження слід підтверди-
ти «ланцюжковим» мірку-
ванням. 

Щоб чотирикутник KLQP 
був паралелограмом, достат-
ньо показати, що в нього 
протилежні сторони пара-
лельні. Для цього заданий 
чотирикутник розбиваємо на 
два трикутники однією діа-
гоналлю, а потім – іншою. 
Середні лінії однієї пари 
трикутників паралельні од-
ній діагоналі, а другої пари – 
інші. (Відрізок, що сполучає 
середини двох сторін, є се-
редньою лінією трикутника, 
яка має властивість: пара-
лельна до третьої сторони 
трикутника.) Звідси, середні 
лінії кожної пари трикутни-
ків паралельні між собою. 
Таким чином, отримуємо, 
що в чотирикутнику KLQP 
протилежні сторони пара-
лельні, тому він – паралело-
грам.

Зауважимо, що доведення того, що чотирикутник, вершини 
якого є серединами довільного опуклого чотирикутника, є па-
ралелограмом, можна проводити й іншими методами. 

Синтетичний та аналітичний методи ще називають пря-
мими методами розв’язування математичних задач.

Отже, щоб розв’язати задачу прямим методом, слід розпо-
чинати з аналізу змісту задачі (від якого залежить вибір ме-
тоду розв’язування). Далі допомогти собі створенням моделі у 
вигляді рисунка і продовжити міркувати над кожною дією, які 
в сукупності утворюють ланцюг дій, що ведуть або від умови до 
вимоги, або від вимоги до умови.

Суть методу від супротивного полягає в тому, що, маючи 
твердження, будуємо нове, заперечивши висновок попередньо-

Bilyanina_87_09_geom_akadem_10ukr.indd   33 02.08.2010   18:21:54



34

МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

го. Утворюється протилежне твердження. Виходячи з висно-
вку протилежного твердження, будуємо «ланцюг» істинних 
тверджень, поки не отримаємо твердження, яке суперечить 
або умові, або відомій аксіомі чи теоремі, або припущенню. 
Отже, отримуємо висновок, що протилежне твердження хиб-
не, а тому початкове – істинне (тут діє логічний закон: з двох 
протилежних тверджень одне істинне, друге хибне, третього не 
дано). Розглянемо приклад. 

Задача 3.

Доведіть твердження: якщо дві прямі 
паралельні третій, то вони паралельні 
між собою.

Будуємо протилежне твердження: 
існують дві прямі паралельні третій і 

не паралельні між собою.

Доведення Чому саме так?

Від супротивного. При-
пустимо, що a � c, b � c, але 
a � b. Тоді a � b  A.

Отримали твердження, 
яке протирічить аксіомі па-
ралельності: через точку А 
на площині проходять дві 
різні прямі, паралельні тре-
тій. Отже, протилежне твер-
дження хибне, тому почат-
кове твердження – істинне. 
Тобто дві прямі, паралельні 
третій, паралельні одна од-
ній. Щ. в. д.

Виходимо з висновку но-
вого твердження: нехай пря-
мі а та b, які паралельні тре-
тій прямій c, не паралельні 
між собою. Тоді вони пере-
тинаються в деякій точці А. 
Отримали, що через точку 
проходять дві різні прямі, 
паралельні третій. Це супе-
речить аксіомі паралельнос-
ті. Прийшли до протиріччя. 
Останнє твердження – хиб-
не. Отже, початкове твер-
дження – істинне.

Математичну задачу вважають розв’язаною, якщо: 1) запи-
сано відповідь у вигляді числа, виразу, вказано алгоритм побу-
дови рисунка, коли це задача на обчислення, побудову чи дослі-
дження; 2) підтверджено сформульоване в задачі твердження, 
коли це задача на доведення. 

Метод від супротивного називають непрямим методом 
розв’язування математичних задач.

Розглянемо деякі інші методи розв’язування геометричних 
задач, які поділяють на види за використанням математично-
го апарату.
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Алгебраїчний метод розв’язування задач
Розв’язуючи задачу алгебраїчним методом, слід приділити 

увагу таким етапам:
1. Моделювання тексту задачі за допомогою рисунка (у 

більшості випадків).
2. Введення позначень шуканих величин або тих, які приво-

дять до шуканих (найчастіше літерами латинського алфавіту).
3. Складання рівняння або системи рівнянь, використову-

ючи введені позначення та відомі геометричні співвідношення 
між шуканими і даними величинами.

4. Розв’язування складеного рівняння або системи рівнянь. 
Повернення до введених позначень і визначення шуканих гео-
метричних величин. За потреби, виконання дослідження знай-
дених розв’язків.

5. Записування відповіді. 
Вам доводилося неодноразово розв’язувати геометричні за-

дачі алгебраїчними методами. Задачі, у яких задано залеж-
ність між двома вимірами, зводяться до розв’язування рівнян-
ня. Наприклад, одна зі сторін паралелограма на 3 см довша за 
іншу, а периметр – 30 см. Потрібно знайти довжини сторін па-
ралелограма. Тоді, увівши змінну х як довжину сторони цього 
паралелограма, маємо довжину другої сторони (х – 3). Врахо-
вуючи означення периметра паралелограма та відоме його зна-
чення, отримуємо рівняння: 

(x + x – 3)  2  30.
Наведемо ще приклади розв’язування задач алгебраїчним 

методом.

Задача 4.

Периметр прямокутного трикутни-
ка дорівнює 36 см. Гіпотенуза від-
носиться до катета як 5 : 3. Знайдіть 
сторони трикутника.

Дано: �ACB (C  90); P�  36 см; 
AB : AC  5 : 3.

Знайти: АВ, АС і ВС.

Розв’язання Чому саме так?

 Позначимо коефі-
цієнт пропорційності 
через k. Тоді AB  5k, а 
AC  3k. 
AB2  AC2 + BC2, 
25k2  9k2 + BC2, 

P�  36 см – єдиний ліній-
ний вимір, з яким пов’язані 
сторони трикутника. 

.
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(BC > 0, k > 0).
P�  AB + AC + BC, або 
5k + 3k + 4k  36, 
12k  36, k  3.
AB  5  3  15 (см), 
AC  3  3  9 (см),
BC  4  3  12 (см).

Відповідь. 15 см, 9 см і 
12 см.

Нехай , звідси

AB  5k, AC  3k. 
P�  AB + AC + BC. Визначити 

сторону ВС можна за тео ремою 
Піфагора: AB2  AC2 + BC2, звід-

си , BC > 0,
BC  4k. Метод розв’язування – 
алгебраїчний, оскільки вико-
ристовується математична мо-
дель – рівняння 5k + 3k + 4k  
36.

Задача 5.

У паралелограмі діагоналі дорівню-
ють 16 см і 20 см. Менша з них пер-
пендикулярна до його сторони. Знай-
діть площу цього паралелограма.

Дано: ABCD – паралелограм; 
A > B, AC < BD; AC  AB, 
AC  CD, AC  16 см, BD  
20 см.

Знайти: SABCD.

Розв’язання Чому саме так?

Нехай ABCD – заданий 
паралелограм, у якому 
AC  CD і AC  AB.

Позначимо сторони па-
ралелограма: 

AB  x, BC  y. Тоді має-
мо рівняння:

2(x2 + y2)  162 + 202,
звідси 

, 

x2 + y2  328.
За теоремою Піфагора з 

�CAB (A  90): 

Під час розв’язування цієї 
задачі спочатку вибираємо 
формулу для обчислення пло-
щі паралелограма.

SABCD  a  ha, де а – осно-
ва паралелограма, ha – висо-
та, проведена до неї. AC  AB, 
тому AC є висотою паралело-
грама, проведеною до сторони 
AB або CD, довжини яких не-
відомі. Сторони паралелогра-
ма пов’язані з його діагоналя-
ми формулою 

.
Довжини сторін парале-

лограма є невідомими, тому,
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AB2 + AC2  BC2, тобто 
маємо: x2 + 162  y2, або 
y2  x2  162.

Складаємо систему рів-
нянь: 

  
x2 + y2  (y2  x2)  328 – 

– 256, 
2x2  72, x2  36, 
(x > 0), x  6.
SABCD  AB  AC  
6 см  16 см  96 см2.
 Відповідь. 96 см2. 

очевидно, потрібно скласти 
систему рівнянь. Одне з рів-
нянь можна отримати за ви-
щевказаною формулою, а 
друге, враховуючи перпенди-
кулярність діагоналі парале-
лограма, маємо прямокутний 
трикутник з двома невідоми-
ми сторонами, які є його сто-
ронами.

 Зауважимо, що, беручи до 
уваги вимогу задачі, можна 
не шукати обидві сторони па-
ралелограма, а лише, напри-
клад, сторону АВ.

Метод площ 
Якщо умова задачі містить дані, з яких легко знайти площу 

одним зі способів, однак, використовуючи інший спосіб для 
відшукання площі цієї самої фігури, маємо один з лінійних ви-
мірів невідомий, то, прирівнюючи площі, отримують рівняння 
з одним невідомим.

Задача 6.

Сторони трикутника дорівнюють 13 см, 14 см і 15 см. Обчисліть 
висоту, проведену до сторони, яка має довжину 14 см.

Розв’язання Чому саме так?

Нехай a, b, c – сторони 
деякого �ABC, причому a  
13 см, b  14 см, c  15 см. 

a < b і b < c. hb – висота, 
проведена до серед ньої сто-
рони.

За формулою Герона:

а за іншою формулою:

Маючи три сторони три-
кутника a, b, c, можна знайти 
його площу за формулою Ге-
рона:

 ,

де .

З іншої боку, площу три-
кутника можна знайти за 
формулами: 

 
де hi – висота, проведена до
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 (см2).

,

7  hb  84,
hb  12 (см). 

Відповідь. 12 см.

і-ї сторони. Залишилося ви-
брати сторону трикутника і 
отримати рівняння: 

, 

у якому неві домим буде hi. 

Зауважимо, що хоча під час розв’язування задачі 6 вико-
ристовувалося алгебраїчне рівняння, однак більш суттєвим у 
розв’язуванні задачі є міркування про площу фігури, тому та-
кий метод отримав назву метод площ.

Задача 7.

Катети прямокутного трикутника до-
рівнюють 3 см і 6 см. Знайдіть довжи-
ну бісектриси прямого кута.

Дано: �АВС (C  90); CK – бісек-
триса; BC  3 см, AC  6 см.

Знайти: CK.

Розв’язання Чому саме так?

Нехай АВС – даний 
прямокутний трикутник 
(C  90), у якому BC  
3 см, AC  6 см і CK – бі-
сектриса прямого кута. 

Введемо позначення: 
CK  x. Знайдемо площу 
�АВС двома різними спо-
собами: 

1)  (см2); 

2) S�ABC  S�BCK + S�ACK;

Площу �АВС можна знай-

ти за формулою , де а 

і b – два катети. 
Бісектриса розділила �АВС 

на два трикутники, площі яких 
невідомі. Їхні площі можна 
знай ти за формулою: 

,

де т і п – сторони трикутни-
ка, а  – кут між ними, тобто 
  45. 

,
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.

Прирівнюємо праві 
частини рівностей: 

. 

Звідси .

Тобто  см.

Відповідь.  см. 

.

.

Оскільки 
S�ABC  S�BCK + S�ACK, 

а бісектриса CK є невідомою, 
то отримаємо рівняння з одним 
невідомим.

Метод векторів
Щоб застосовувати метод векторів до розв’язування задачі, 

потрібно виконати такі дії:
1. Перевести задачу на мову векторів, тобто розглянути 

деякі дані в задачі відрізки як вектори та скласти векторну 
рівність.

2. Здійснити перетворення для векторної рівності, користу-
ючися відповідними властивостями дій над векторами та відо-
мими векторними рівностями.

3. Повернутися від векторної мови до геометричної. 
4. Записати відповідь. 
Метод векторів найчастіше використовується під час роз в’я-

зування задач, у яких вимагається довести: паралельність пря-
мих (відрізків), поділ відрізка в певному відношенні; що три 
точки лежать на одній прямій; що даний чотирикутник – па-
ралелограм (ромб, прямокутник, квадрат, трапеція). Проілю-
струємо суть цього методу на прикладі розв’язування задачі.

Задача 8.

Доведіть, що середини сторін будь-
якого опуклого чотирикутника є 
вершинами паралелограма.

Дано: ABCD – чотирикутник; 
K  AB, AK  KB; 
L  BC, BL  LC; 
Q  CD, CQ  QD; 
P  AD, AP  PD.

Довести: KLQP – паралелограм.

Bilyanina_87_09_geom_akadem_10ukr.indd   39 02.08.2010   18:21:55



40

МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

Доведення Чому саме так?

1. Переведемо задачу на 
мову векторів, замінивши від-
різки векторами: , , , 

, , , , , .
2. Скористаємося правилом 

трикутника для додавання век-
торів: 

, . 

Враховуючи, що  

(K – середина AB) і  

(L – середина BC), отримуємо 
рівність: 

.

Отже, . 

Аналогічно . 

3. Тому . Тобто век-
тори однаково напрямлені, ле-
жать на паралельних прямих 
і мають однакову довжину. Це 
доводить, що KLQP – парале-
лограм. Щ. в. д.

Перевівши задачу на 
мову векторів, отримує-
мо вимогу задачі: довести 
рівність векторів  і . 
Скориставшися прави-
лом трикутника для зна-
ходження суми векторів, 
маємо: 

,
.

Однак , 

, тому . 

Аналогічно отримує-

мо, що . 

Отже, , що й 
вимагалося довести. 

Метод координат
Розв’язуючи задачу координатним методом, слід виконати 

такі дії:
1. Записати геометричну задачу мовою координат. 
2. Перетворити вираз чи обчислити його значення.
3. Перевести знайдений результат на мову геометрії.
4. Записати відповідь. 
Методом координат найчастіше розв’язують задачі: 
– на відшукання геометричних місць точок; 
– на доведення залежностей між лінійними елементами 

геометричних фігур.
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§ 1.3. Задачі і методи їх розв’язування

Розв’язуючи задачу методом коор-
динат, потрібно раціонально вибрати 
систему координат: дану фігуру слід 
розмістити відносно осей координат 
так, щоб якнайбільше координат по-
трібних точок дорівнювало нулю, 
а також одному і тому самому чис-
лу. Наприклад, координати вершин 
прямокутника ABCD можна вибрати 
так, як на рисунку 1.35: , , , .

Проілюструємо суть методу на прикладі.

Задача 9.

Доведіть, що коли в паралело грама 
діагоналі рівні, то він прямокут-
ник.

Доведення

Розмістимо паралелограм у системі координат так, щоб 
його вершини мали координати: , , , 

, причому a > 0, b � 0, c > 0. За умовою AС  BD. Ви-
разимо відстані між точками А і С, В і D через їхні коорди-
нати:

, .

Тоді , або

, звідси . 
Оскільки , то , а це означає, що точка  ле-

жить на осі Oy. Тому кут BAD прямий. Звідси випливає, що 
паралелограм ABCD – прямокутник.

Метод геометричних перетворень: метод повороту, метод 
симетрії, метод паралельного перенесення, метод гомотетії. 

Розв’язуючи задачі методом геометричних перетворень, 
розглядають поряд з даними фігурами нові фігури, які отри-
мали з даних за допомогою певного перетворення. З’ясовують 
властивості нових фігур, переносять ці властивості на дані фі-
гури, а далі – знаходять спосіб розв’язування задачі. 

Кажуть, що задачі, які розв’язані методом векторів, мето-
дом координат, методом геометричних переміщень, методом 
площ та іншими методами, у яких використовується більше 
властивостей геометричних фігур, розв’язані геометричними 
методами.

Рис. 1.35
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