Відповіді ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики

2016-2017 н.р.

6 клас 

1. Задамо дану суму в вигляді наступних доданків: 
(1 + 2016) + (2 + 2015) + …+ (1013 + 1014) + 2017. Оскільки кожний доданок  ділиться на 2017, то і вся сума буде ділиться на 2017.

Відповідь: ділиться на 2017.
2. Якби зі швидкістю 15 км/год лижник рухався на дві години довше (тобто стільки, скільки й зі швидкістю 10 км/год), то він подолав би відстань на 30 км більшу, ніж пройшов насправді, і витратив би 30:(15-10) = 6 год.
Тобто якщо він буде рухатись зі швидкістю 15 км/год, то витратить на весь шлях 4 год (що на одну годину менше, ніж потрібно за умовою) і подолає відстань 15·4 = 60 км. Отже, відстань 60 км йому потрібно подолати за 5 год, тому він повинен бігти зі швидкістю 60:5 = 12 км/год.
Відповідь: 12 км/год.
3. Будинки A і C не можуть бути з жовтим дахом, тому що за умовою відстань від них до B менше відстані між A і C, тобто 7 км, а від будинку з жовтим дахом до B – дорівнює 8 км. Зрозуміло, що B не може бути з жовтим дахом. Не може це бути й E, тому що праворуч повинен бути будинок із зеленим дахом. Тому будинок з жовтим дахом – D, а Е –  будинок із зеленим дахом, а відповідно відстань між D і Е дорівнює 9 км.

Відповідь: 9 км.

4. Якщо серед вибраних цифр немає цифри 0, то трицифрових чисел, які виписала Яринка, рівно 6. Усі дають однакову остачу від ділення на 3, тому сума всіх шести має ділитися на 3. 

Тоді, оскільки число 3376 не ділиться на 3, одна з обраних цифр 0. Позначимо дві інші як a і b,тоді виписаних трицифрових чисел чотири: 
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211(a+b)=3376, звідки a+b=16. 

Цифри різні, вони мають дорівнювати 7 та 9.

Відповідь: 0, 7 та 9.
5. Перебором встановлюємо, що дві (з чотирьох) сині точки можна вибрати             6-ма способами. Крім того, жовту точку можна вибрати 20-ма способами. Зауважимо, що оскільки прямі, на яких розташовані сині та жовті точки  паралельні, то з довільної пари синіх точок і однієї жовтої точки ми отримуємо рівно один трикутник. Тому кількість способів вибрати жовту точку не залежить  від того, як були вибрані дві сині точки. За правилом множення отримуємо, що  існує 120 = 20 6 трикутників з двома синіми і однією жовтою вершинами.

Відповідь: 120.
7 клас

1. За основною властивістю пропорції (a–b)(c+d)=(a+b)(c–d). Розкриваючи в цій рівності дужки і зводячи подібні доданки, отримаємо, що bc=ad. Тоді добуток цих чисел abcd=(bc)2, тобто є квадратом цілого числа. А число 2016=25
[image: image2.wmf]×

32
[image: image3.wmf]×

7 не є квадратом жодного цілого числа.
Відповідь: ні.
2. Після першого витирання на дошці залишаться числа, що кратні                             
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. Після другого витирання на дошці залишаться числа, що кратні 
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. І так далі. Останнім буде витерте число, що ділиться на найбільший степінь числа 
[image: image8.wmf]2

, неважко підрахувати, що це число 
[image: image9.wmf]1024

.

Відповідь: 
[image: image10.wmf]1024

.

3. Нехай Паць з’їв k ложок меду по х грам в кожній ложці. Тоді всього Паць з’їв kх (г) меду. Вінні-Пух з’їв 0,6k ложок меду по 2,5х г в кожній ложці,тобто 0,6k·2,5х=1,5k·х (г) меду. Отже, всього у банці було kх+1,5kх=2,5 kх (г) меду, із якого Вінні-Пух з’їв 1,5kх (г), або 
[image: image11.wmf]5
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 банки меду.

Відповідь: 0,6 банки меду 

4. Указаний перпендикуляр є серединним до АС, тому МА=МС. 
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. Тоді ΔВМС рівнобедрений і МС=МВ. 

5. Перебором встановлюємо, що дві (з чотирьох) сині точки можна вибрати                     6-ма способами. Крім того, жовту точку можна вибрати 20-ма способами. Зауважимо, що оскільки прямі, на яких розташовані сині та жовті точки  паралельні, то з довільної пари синіх точок і однієї жовтої точки ми отримуємо рівно один трикутник. Тому кількість способів вибрати жовту точку не залежить  від того, як були вибрані дві сині точки. За правилом множення отримуємо, що  існує 120 = 20 6 трикутників з двома синіми і однією жовтою вершинами.

Відповідь: 120.
6. Перший гравець виграє. Він своїм першим, і всіма наступними ходами, ставить свою шашку на діагональ, на якій знаходиться права верхня клітинка.
Відповідь: Перший гравець виграє.
8 клас 
1. 
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Відповідь: 
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2. Нехай x – номер квартири Сашка. Тоді номер його поверху 239 – х. Частка від ділення з остачею номера квартири на 10 дорівнює номеру попереднього поверху, тому 
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Перетворюючи одержане рівняння, одержимо: 
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Оскільки x є натуральним числом, тоді 
[image: image21.wmf]7
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, тому 
[image: image22.wmf]217

=

x

.
Відповідь: Сашко мешкає в 217 квартирі.

3. Нехай Карлсон з’їдає х тістечок за хвилину, а Малюк – у тістечок за хвилину. Тоді за 80 хвилин вони з’їли 80(х+у) тістечок. Якби Карлсон з’їдав                1,14х тістечок за хвилину, а Малюк – 1,15у тістечок за хвилину, то за 70 хвилин вони б з’їли 70(1,14х+1,15у) тістечок. Таким чином 80(х+у)= 70(1,14х+1,15у). Розв’язуючи рівняння, одержимо 
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Відповідь:
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4. 
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Проведемо промінь 
[image: image26.wmf]AB

, а також побудуємо промінь 
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 – точка перетину цих променів (рис. 1). Тоді для 
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 точка 
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 – точка перетину бісектрис, а тому 
[image: image32.wmf]DL

 також бісектриса. Оскільки 
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, то чотирикутник 
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 – вписаний. Тому з рівності кутів 
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 випливає рівність відрізків (хорд) 
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 – рівнобедрений. Звідси і остаточно маємо, що 
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6. Треба порахувати кількість кубиків, у яких пофарбована рівно 2 грані та жодної. Ті, у кого пофарбовані рівно 2 грані розташовані при ребрах, але не у кутах. Оскільки ребер 12, то загальна кількість таких є 
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З усіма непофарбованими гранями є стільки кубиків, що розташовані всередині заданого куба, тобто утворюють куб зі стороною 
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. Таким чином їх загальна кількість 
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. Треба знайти найменше натуральне 
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. Простим підбором переконуємось, що це виконується для найменшого 
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9 клас 

1. Нехай 2013= n, тоді


[image: image50.wmf].
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2. Припустимо, що за декілька таких операцій отримали на дошці числа                       2, 3, 4, …, 9, 10, 2016. Помітимо, що після кожної операції сума чисел записаних на дошці збільшується на 2. На початку вона була 1+2+…+ 10 = 55, тобто після кожної операції сума чисел записаних на дошці буде непарною. Але сума 2+3+…+ 10+2016 = 2070  парна – протиріччя.
Відповідь: не можна.

3. Кожні 12 хвилин автобус долає відстань 
[image: image51.wmf]10
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Кожні 14 хвилин маршрутне таксі долає відстань 
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 км. НСК(12;14)=84. 
За 84 хвилини руху буде подолано 10·7+16·6=166 км. 
Розглянемо останні 14 км. 
До першої зупинки (зупинки автобуса) за 10 хвилин руху було б подолано разом 
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]3
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Отже, на останніх 14 км вони рухалися без зупинки зі швидкостями                        60 км/год та 80 км/год відповідно. 
Рух зайняв 
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 хвилин. Отже, 84+6=90 хвилин.

Відповідь: 90 хвилин = 1,5 годин.
4. Нехай а=
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Тоді а2 – b2 = (
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Отже, а2 >b2, тобто а>b.

Відповідь: 
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5. У прямокутнику ABCD на продовженні сторони BC за точку B відмітимо таку точку Е, що ВЕ=АК, тоді СЕ=СВ+ВЕ=СК+КА=СА.

У трикутниках ЕКС і АВС СЕ= СА, СК= СВ, ∠ ЕСА– спільний, отже ці трикутники рівні. Отже, ∠ЕКС=∠ АВС=90°.

Нехай ∠КСМ=∠МКС=
[image: image73.wmf]a

, тоді ∠МКЕ=90°– 
[image: image74.wmf]a

=∠МЕК, отже МЕ=МК= МС.

Таким чином, АК+ВМ= ВЕ+ ВМ= МЕ=СМ.
[image: image203.wmf]D


6. Зауважимо, що всього можна зафарбувати 144 одиничних відрізки – сторони клітинок. Тоді зафарбуємо по 9 горизонтальних сторін клітинок першого, третього, п’ятого та сьомого стовпців шахівниці у синій колір. При цьому отримаємо 72 вершини клітинок, з яких виходить непарна кількість синіх відрізків. Зрозуміло, що при всіх перефарбуваннях вона залишатиметься непарною, а отже кількість вершин, з яких виходять сині відрізки, зменшитися не може. Оскільки кожен такий відрізок сполучає лише дві вершини, то кількість синіх відрізків не менша за 72:2=36=144:4.
10 клас
1. Нехай а=
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Тоді а2 – b2 = (
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Отже, а2 >b2, тобто а>b.

Відповідь: 
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2. Нехай 
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 цілі числа, тоді розглянемо числа 
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 Помітимо, що 
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 націло ділиться на 3 (як добуток трьох послідовних цілих чисел) і 2016 націло ділиться на 3. Це означає, що числа 
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 мають однакові остачі при діленні на 3. Оскільки остач при діленні на 3 – три, а чисел на дошці спочатку було два, то принаймні однієї остачі при діленні на 3 на дошці немає. Кожне дописування числа виду 
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 додає на дошці число з такою ж остачею при діленні на 3, яку має число 
[image: image97.wmf].
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Отже, на дошці не можуть з’явитися числа 2010, 2011, 2012, бо вони мають остачі 0, 1, 2 при діленні на 3.

Відповідь: не може.

3. Оскільки різниця прогресії додатня, то прогресія – зростаюча. Значить, описана ситуація можлива тоді і тільки тоді, коли члени прогресії з першого по 2016-ий – від’ємні, а починаючи з 2017-ого – додатні. Таким чином, S2016 буде найменшою, тоді і тільки тоді, коли  а2016<0, а а2017>0 . Звідси отримуємо систему нерівностей 
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6. Нехай Н – точка перетину висот [image: image108.wmf]1

AA

 і СС1 трикутника АВС (рис. 1). 
1) Точки  В, D, A1, H, C1 лежать на одному колі з діаметром [image: image109.wmf]BH
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 (як вертикальні) і [image: image117.wmf]AKCANC
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 (як протилежні кути паралелограма. Тому  [image: image118.wmf]AHCAKC
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, тобто чотирикутник [image: image119.wmf]AKHC

 – вписаний. Звідси випливає, що [image: image120.wmf]1
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. 
2) [image: image121.wmf]KACACN
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, бо 
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(ці кути – вписані в описане коло трикутника [image: image124.wmf]ABC

). 
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 також належить колу з діаметром [image: image127.wmf]BH

. Позначимо через [image: image128.wmf]1
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 – описане коло трикутника [image: image129.wmf]ABC

, через [image: image130.wmf]2

w

 – коло з діаметром [image: image131.wmf]BH

, а через [image: image132.wmf]3

w

 – описане коло чотирикутника [image: image133.wmf]AKHC
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, [image: image135.wmf]KH
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 і [image: image140.wmf]3
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, та [image: image141.wmf]1
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 і [image: image142.wmf]2

w

. Як відомо: радикальні осі трьох кіл перетинаються в одній точці – радикальному центрі трьох кіл, або паралельні. Оскільки [image: image143.wmf]ABBC

>

, то прямі [image: image144.wmf]AC

, [image: image145.wmf]KH

 і [image: image146.wmf]BD

 перетинаються в одній точці.
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2. Оскільки різниця прогресії додатня, то прогресія –зростаюча. Значить, описана ситуація можлива тоді і тільки тоді, коли члени прогресії з першого по 2016-ий – від’ємні, а починаючи з 2017-ого – додатні. Таким чином, S2016 буде найменшою, тоді і тільки тоді, коли  а2016<0, а а2017>0 . Звідси отримуємо систему нерівностей 
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4. Нехай Н – точка перетину висот [image: image158.wmf]1

AA

 і СС1 трикутника АВС (рис. 1). 
1) Точки  В, D, A1, H, C1 лежать на одному колі з діаметром [image: image159.wmf]BH

 (бо [image: image160.wmf]11
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 (як протилежні кути паралелограма. Тому  [image: image168.wmf]AHCAKC
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, тобто чотирикутник [image: image169.wmf]AKHC

 – вписаний. Звідси випливає, що [image: image170.wmf]1
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. 
2) [image: image171.wmf]KACACN
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, бо 
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, а [image: image173.wmf]ACNABN
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(ці кути – вписані в описане коло трикутника [image: image174.wmf]ABC

). 
3) Отже, [image: image175.wmf]11
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, тоді [image: image176.wmf]K

 також належить колу з діаметром [image: image177.wmf]BH

. Позначимо через [image: image178.wmf]1

w

 – описане коло трикутника [image: image179.wmf]ABC

, через [image: image180.wmf]2

w

 – коло з діаметром [image: image181.wmf]BH

, а через [image: image182.wmf]3

w

 – описане коло чотирикутника [image: image183.wmf]AKHC

. Тоді [image: image184.wmf]AC

, [image: image185.wmf]KH

 і [image: image186.wmf]BD

 – радикальні осі кіл [image: image187.wmf]1
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 і [image: image188.wmf]3
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, [image: image189.wmf]2
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 і [image: image190.wmf]3
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, та [image: image191.wmf]1
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. Як відомо: радикальні осі трьох кіл перетинаються в одній точці – радикальному центрі трьох кіл, або паралельні. Оскільки [image: image193.wmf]ABBC
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, то прямі [image: image194.wmf]AC

, [image: image195.wmf]KH

 і [image: image196.wmf]BD

 перетинаються в одній точці.
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Відповідь: 
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6. Припустимо, що таких цілих чисел немає. Нехай, число 2016 пофарбовано в синій колір, а число 2017 – в жовтий. Розглянемо 2 випадки:

1) Число 0 пофарбовано в жовтий колір. Оскільки числа 0 і 2017  – жовті, то  число -2017 пофарбовано в синій колір. Оскільки числа -2017 і 2016 – сині, і                      -2017+2016+1=0, то число 1 –жовте. Аналогічно, оскільки, числа 0 і 1 –жовті, то число -1 повинно бути  синім. Далі, числа -1 і 2016 – сині, отже число -2015 – жовте, тоді число 2015 –синє. Числа -2015 і 2017 – жовті, 2017 +(-2015)+(-2)=0, тому число -2 – синє, тоді число 2 –жовте. 
Таким чином, числа 1 і 2 пофарбовані жовтим кольором. Нехай число n – найменше натуральне число, пофарбоване синім кольором, тоді число – n пофарбовано жовтим кольором. 

Оскільки 1+(n-1)+(- n)=0, n>2 і ці три числа – жовті, отримаємо протиріччя.

2) Число 0 пофарбовано в синій колір. Оскільки числа 0 і 2016  – сині, то  число -2016 пофарбовано в жовтий колір. Оскільки числа -2016 і 2017 – жовті, і                      -2016+2017+(-1)=0, то число -1 –синє. Аналогічно, оскільки, числа 0 і -1 – сині, то число 1 повинно бути жовте. Далі, числа 1 і -2016 – жовті, отже число 2015 – синє, тоді число -2015 – жовте. Числа -2015 і 2017 – жовті, (-2015)+ 2017 + (-2)=0, тому число -2 – синє. 

Таким чином, числа -1 і -2 пофарбовані синім кольором. Нехай число m – найбільше ціле від’ємне число, пофарбоване жовтим кольором, тоді число – m пофарбовано синім кольором. 

Оскільки -1+(-m +1)+ m =0, -m<2 і ці три числа – cині, отримаємо протиріччя.
Відповідь: обов’язково.
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